
Le but du problème est le calcul de la constante d'Euler et son 
application dans I'étude de certaines intégrales généralisées. 

Les deux parties sont dans une large mesure indépendantes. - 
Calcul approché de la constante d'Euler. 

1) On pose pour n E C;' 

s++'+'+ f -  1 
2 3  n 

un = Sn - L(n) 
\vn = S,1- L(n) 

L(n) représente le logarithme népérien de n . - : '' es1 équivalen1 B ". 

On définit la constante 7 comme le nombre réel y = lim U n  . 
n-+m 

a) En utilisant les deux suites de terme gencral Un et vn , démontrer 
l'exjstence de y .  

b) Donner un encadrement de y d'amplitude 10-1. 

1 2) Soit K E [N* el f : [K,K+l)  - IR, définie par f(t) = - t 
On nok g la fonction affine sur [K,K+l]  et h la fonction affine 

sur [K.K+ +[ et [K+ f , K + l )  teles que : 

f(K) = g(K) = h(K) 

f'(K) = h'(K) 

f (K+l )  = g(K+1) = h(K+l) 

f ' (K+I)  = h'(K+l)  

a )  En utilisant les représentations graphiques (OU aulrement) 
démontrer que : 

Quelles inégalités peut-on en déduire pour un- y ? 
On pourra utiliser la relation suivante, que l'on justifiera : 

b) Donner alors un encadrement de y d'amplitude !O-3. 

c) Prouver l'existence de réels a, b, c tels que : 

al'mfini. b d) En déduire que Un - 7 - - - - - 
n2 n4 



3) On désire améliorer le calcul de la constante 'y. 

a) Q[X] est l'ensemble des polynomes à coefficients rationnels. 

Soit l'endomorphisme de Q[X] tel que : 

@ : Q(X) Q(X+I) - Q(X) 

Chercher Im @ et Ker @. 

b) En déduire que pour tout p E c\: , il existe un unique polyneme 
Q, E Q[X] tel que : 

Qp(X+l) - Op(>;) = Xp 

c) Démontrer que pour p 2 1 

Q'p(X) - Q'p(0) = P Qp-lCX). 

d) En déduire le calcul de 00.01, Q2. Q3, Q4.05. 

e) Déterminer MS = Max{Qs(t) , 1 E [0,1]} 
m~ = Min{Qs(t), t E lO.1 J} 

4) Pour K et p E IN', on pose : 

a) Trouver une relation de récurrence entre Ip et Ip+ 1. 

b) Calculer Il(K) et obtenir l'encadrement suivant : 

1 1  1 - - ( - - ) I I~ (K)  I o. 
128 (V6 

C) En déduire un encadrement de u, - y. 

d) Donner alors les dix premières décimales de y. 

On utilise la constante y pour calculer cedaines intégrales 
généralisées. 

A. 1) Démontrer que Vn E cc" 
1 

1+'+'+ 2 3  ........ +'= n lg dt 

puis à l'aide d'un changement de variables montrer que 

2) Démontrer que 



3) On veut démontrer que pour O 5 y 5 n. on a 

7 
\ l? \ -  O<e-Y-(1 -;) < e-Y- 

Pour cela on établira successivement que : 

, 

12 11 t *  c)Vt E [O,n] ( 1 - - )  21 - -  
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4) Démontrer alors que 

B. 1) Prouver l'existence de 1". ( 1 - - 1 ) dx 
1 - e-\ \ 

2) Prouver l'existence de 
-*X 

e - ~ -  <nx 
dx pour tout n E [N' 

*X la- -x -I lX 
On pose In(a) = /- dx 

(1 

+O3 
-\ -nx 

On écri1 alors que l y  dx = 0-0 lim [,(a) 

3) Démontrer que 

4) On introduit la fonction 

1 - f : x  -- 
X na 

Vérifier que In(a) = L(n) - f(x)dx 

dx = L(n) I'";""" En déduire que 

5 )  En utilisant pour h > O 
..* 00 

démontrer que 
n-1 *O3 

q.1 E q - L(n) = i ( e - X  - e - 9  g(x) dx 

1 1 

X 
avec g(x) = - - - 

1 - dX 

6 )  En déduire que y = e-X g(x) dx. i" 


