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Le but du probléme est le calcul de la constante d'Euler et son
application dans I'étude de certaines intégrales généralisées.

Les deux parties sont dans une large mesure indépendantes.

FREMIERE PARTIE.

Calcul approché de la constante d'Euler.

1) On pose pourn € IN”

Up = Sp - L(n)
Va = Spe1 ~ L(n)

L(n) représente le logarithme népériende n. ~ : ~estéquivalenta”.

On définit la constante y comme le nombre réel y= lim Yn.
N+ 0O

a) En utilisant les deux suites de terme général uy, et vy, démontrer
Vexistence de vy .

b) Donner un encadrement de y d'amplitude 10-}.

2) SoitK & IN" et f: [KK+1] ~— IR, définie par (§) =+

On nole g lafonction affine sur [K,K+1] et h lafonction affine
sur [KK+ —[ et [K+ —,K+1] telles que :

{(K) = g(K) = h(K) [(K+1) = g(K+1) = b(K+1)
'(K) = b'(K) ['(K+1) = b'(K+1)

a) En utilisant les représentations graphiques (ou autrement)
démontrer que :

(!\*1 4 1

S 1 —_—
Zk 2(K=1)

2K 2K 1) e(fm)? T2
Quelles inégalités peut-on en déduire pour uy-v?
On pourra utiliser la relation suivante, que |'on justifiera :

-5 LKy - 1
w-v= & (LD -

b) Donner alors un encadrement de v d'amplitude 10-3.

¢) Prouver I'existence de réels a, b, ¢ tels que:

(K*l Lo_ald- ——,) alinfini.

1
K1 K m) (_? (m;z) o~ (k)

d) En déduire que up - 7—73-—% ~—;—-4 a I'infini.
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3) On désire améliorer le calcul de la constante .
a) Q[X] est I'ensemble des polyvnomes a coefficients rationnels.
Soit ¢ 'endomorphisme de Q[X] tel que :
®:Q(X)  F——Q(X+1) - QX)
Chercher Im ¢ et Ker 9.

b) En déduire que pour tout p € [N, il existe un unique polynome
Qp € Q[X]tel que:

Qp(X+1) - Qp(X) = XP
Qp(o) =0

¢) Démontrer que pour p > |
Q'p(X) = Q'p(0) = p Qp-1(X)-
d) Ea déduire le calcul de Qg. Q1. Q7. Q3. Q4. Qs.
e) Déterminer Mg = Max{Qs(1) , t € {0,1]}
ms = Min{Qs()) . t € {0.1]}

4) Pour Ketp € IN", on pose :
P Qp- 1(t)
p(K) / (‘ . K)pol

a) Trouver une relation de récurrence entre Iy et I, j.
b) Calculer I41(K) et obtenir 'encadrement suivant :

_%(%_(}\ )6)<16(K)<0

¢) En déduire un encadrement de uy, - 7.

d) Donner alors les dix premiéres décimales de 7.

DEUXIEME PARTIE.,

On utilise la constante ¥ pour calculer certaines intégrales
généralisées.

A. 1) Démontrer que Vo € [N*

1

n
1+L+L+ ......... +.1_= Ld(
. 2 3 n 0 1-1

puis a I'aide d'un changement de variables montrer que



3) On veut démoatrer que pour 0< v < n, 0n 2
VN \2
OseV-(1-=) <ey—=

Pour cela on établira successivement que :

a) ¥x € IR I+x < e¥ .

b) vt € [0.n] (1+1F)nset el (1—-‘;)“5&".

Vie[o LS (P B &
c) vt € [0,0] ( “'n—z)— -
d)vye [0n] O<e¥-(1 —%)’1Se'y %2

4) Démontrer alors que
1 *oo
v=/(1—e-Y>%-fe'y o
0 ’ 1 ’

B. 1) Prouver l'existence de

~0

(1 __1y4g
/e (l—e'x \) X
0

2) Prouver 'existence de

-0

X gm .
———— dx pourtoutne [N
0

X

.:-:X e—nx
On pose I(a) = ; dx
a

+00
-\ -nx
On écrit alors que / ¢ ;e dx = limoln(a)
h . [ S
0

3) Démontrer que
na

= ™ d
In(a)= [— dx
[>4
4) On introduit la fonction

1-e7%

fix

na
Vérifier que  Ip(a) = L(n) - _/; f(x)dx

O X g X
En déduire que f — dx =L(n)
0

5) En utilisant pour A >0

+00
-Ax d =l
[ ) 4

[ )

démontrer que
n-1

+00
qu'c]f -L(o)= -[ (e7* - e7TX) g(x) dx
1 1

- —

avec g(x) =
8 1-e% x

+00

6) En déduire que y = f e X g(x) dx.
0

A



